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LA DISTRIBUCION NORMAL

JOoRGE DAGNINO S.!

e Una gran cantidad de fendmenos o variables
biologicas, psicologicas o sociales, tienen una
distribucion Normal.

e La distribucion normal es simétrica, la media,
moda y mediana coinciden, y es descrita com-
pletamente por sus dos parametros mu (p) y
sigma (o).

e La distibucion normal estandar es aquella que
tiene una media de 0 y una desviacion estan-
dar de 1. El area bajo la curva puede ser cal-
culada por la distancia desde la media; media
+ 1,96 DS encierran entre si el 95% y dejan
fuera el 5%, 2,5% a cada lado de la curva.

e FEl teorema del limite central permite el calcu-
lo del error estandar de la media y el de inter-
valos de confianza.

Raramente se puede estudiar todo el universo
para realizar estudios experimentales u observacio-
nales, por razones practicas o econdmicas, por lo
que es necesario obtener los datos de una muestra
de individuos pertenecientes a esa poblacion. Esa
informacion se usa luego para hacer inferencias
sobre esa poblacidn, que es lo que generalmente
interesa. Sin embargo, la relacion entre la muestra
y la poblacidn es incierta y es necesario estimar
esa incertidumbre. Para ello es indispensable tener
una idea de las distribuciones de probabilidades
teoricas; los modelos de distribuciéon que puede
seguir la variable aleatoria de interés. Por variable
aleatoria se entiende toda funciéon cuyos valores
numéricos se producen al azar, tomando valores
variables que tienen diversas probabilidades de
ocurrir en una poblacion. Por ejemplo, la estatura
de una poblacion es una variable aleatoria, siendo
variable (las estaturas son variables y numéricas)
y aleatoria pues no se puede predecir cuanto va a
medir un individuo que tomemos al azar. A toda

tabla, grafica o expresion matematica que indique
los valores que puede tomar una variable aleato-
ria se le conoce como la distribucion de probabi-
lidad de esa variable, si la variable es discreta, o
de una densidad de probabilidades si es continua.
Estas distribuciones, a pesar de ser tedricas, tienen
gran importancia practica. Matematicamente los
conceptos de distribucion de probabilidades y de
variable aleatoria estan intimamente interrelacio-
nados: una variable aleatoria tiene una distribucion
de probabilidades y viceversa.

Afortunadamente, y probablemente por razones
no fortuitas, la mayoria de los fenomenos naturales
-bioldgicos, psicologicos o sociales- se cifien exac-
ta o aproximadamente a unas pocas leyes o distri-
buciones de probabilidad teoricas siendo cada una
de ellas, en realidad, una familia de leyes. Las tres
mas importantes son las distribuciones: normal, bi-
nomial y de Poisson. La primera es de cantidades
continuas, las otras dos de discretas. En la prepa-
racion de este articulo se incluyeron algunas for-
mulas, pensando que ayudan en la explicacion, es-
perando que la aparicion de integrales y potencias,
muchas “pies y mues”, no predispongan al lector
contra el texto. Para disminuir su posible impacto
negativo, vale la pena destacar que no es necesaria
su memorizacion y tampoco usarlas en esta era ci-
bernética.

PROBLEMAS DE NOMBRES Y LETRAS

La distribucion normal es la mas importante por
su simplicidad, porque aparece frecuentemente en
la realidad y por una propiedad especial llamada
Teorema del Limite Central. La comprension de su
naturaleza y su papel en la inferencia estadistica es
esencial. Es una pena la denominaciéon de normal
pues no es mas “normal” que las otras y ello cau-
sa frecuentes confusiones, sobre todo en medicina,
donde normal, es mas bien lo que no es patologico.
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Para evitar la confusion muchos usan Normal con

mayusculas y aqui haremos lo mismo; otros hablan

de distribucion gaussiana o de campana de Gauss

a pesar que fue Abraham de Moivre el primero en

describirla y Gauss solo la popularizé.
La distribucion Normal:

1) Tiene forma de campana.

2) Es simétrica.

3) Alcanza su maximo en p (la media).

4) Lamedia es también la moda y la mediana.

5) Es asintotica al eje de las abscisas y, como no lo
toca nunca, cualquier valor de X entre -infinito
y +infinito es tedricamente posible.

6) La posicion relativa en el eje de las abscisas lo
determina p (mas a la derecha mientras mayor
sea) y su mayor o menor aplastamiento o ancho
lo determina o (la desviacién estandar), siendo
mas aplanada mientras mayor sea su magnitud
(Figura 1). Esta caracteristica se denomina cur-
tosis (del griego, curvado): angosta o leptocurti-
ca (literalmente, curva angosta), media o meso-
curtica y ensanchada o platicurtica (literalmen-
te, curva ancha) (Figura 2). La altura de la curva
carece de importancia o uso en la practica.

Las formulas para el calculo de los parametros
poblacionales de la distribucion Normal son senci-
llas:

Mediana:
pID¢
===

Donde la letra griega X, sigma mayuscula, in-
dica la sumatoria de los valores individuales de X,
cifra que es dividida por el nimero de mediciones.

La variabilidad de los valores se calcula como
un promedio de las desviaciones con respecto a la
media. Como ya vimos, ya que la mitad de los va-
lores son mayores que la media y la otra mitad son
menores, el resultado final seria 0. Para eliminar el
signo negativo de la mitad menor, se eleva al cua-
drado cada desviacion. Este promedio de desvia-
ciones elevadas al cuadrado desde la media es la
varianza.

Varianza:

_X(x-w)
ol = N

Figura 1. Curvas de distribuciones
Normales con igual media y distinta
varianza (las dos de la izquierda) y
de otras dos con distinta media (n, y
u,) e igual varianza (s2) (la izquierda
comparada con la derecha). La media
p divide a la distribucion en dos mita-
des y la distancia entre ésta y el punto
de inflexion, donde la curva cambia de
convexa a concava, es el indice de la
dispersion de los valores en torno a la
media.

Figura 2. Caracteristicas de curvas Normales: curtosis.
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La varianza se expresa con el cuadrado de las
unidades de la medicion (cm?, kg?, mmHg?) y, ade-
mas, es mas dificil de visualizar e interpretar por el
hecho de ser un cuadrado. Por ello es mas comun
que se use la desviacion estandar: la raiz cuadrada
de la varianza.

Desviacion estandar:

Cada valor en el eje de las ordenadas en rela-
cioén con cada valor en el eje de las abscisas puede
ser calculado con esta ecuacion que describe la cur-
va Normal completa:

Curva Normal:

Esta formula indica que solo se necesita cono-
cer los valores de 1 y 6, 0 bien buenas estimaciones
de ellos como veremos luego, para calcular el valor
de Y ante cualquier valor de X.

DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR O
TIPICA

Si pensamos que la distribucion Normal es una
distribucion de probabilidades o, mas propiamen-
te, una densidad de probabilidades, el area bajo la
curva es igual a uno y como es una distribucion si-
métrica, la mitad del area esta a la izquierda de la
media y la otra mitad a la derecha. Para calcular las
probabilidades en relacién a cualquier valor de X
basta con calcular el area:

Area bajo la curva normal:

Hay tablas, que aparecen en el apéndice de to-
dos los libros de estadistica, en las cuales se ha he-
cho esta integracion. Como cada variable observa-
da tiene valores individuales de X, probablemente
todos diferentes y expresados en unidades de medi-
cion distintas, seria necesario disponer de tablas o
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calcular separadamente para cada valor. Sin embar-
go, pueden ser puestas en una escala comparable
usando equivalentes estandarizados. Como se vio,
cualquier posicion en el eje horizontal puede ser
descrita como una distancia expresada en desvia-
ciones estandar desde la media con valor negativo
o positivo. Esta unidad se conoce como desviacion
Normal estandar o puntaje z. Es equivalente a una
distribucion Normal con una media de 0 y una des-
viacion estandar de 1, una distribucion Normal es-
pecial conocida como Normal estandar o Normal
tipica.
La transformacion requerida es:

donde Xi es un niimero observado de una variable
distribuida Normalmente con una media p y una
desviacion estandar o.

La ecuacién de la curva Normal adquiere una
forma maés simple al usar z en vez de X:

Area bajo la curva Normal estandar:

En las tablas de z, se pueden leer las propor-
ciones en que esa area total es dividida en dos por
un valor de z. Con ellas podemos calcular la pro-
porcion de personas o de valores que esperamos
tengan cifras por sobre o por debajo de un valor
determinado. Por ejemplo, valores de presion arte-
rial media, variable que se distribuye normalmente
en una poblacion, para la cual estimamos valores
de pyode 100y de 15, y queremos saber qué pro-
porcion de la poblacion esperamos tengan valores
< 120. Usando la féormula anterior:

Este valor de z corresponde a una proporcion de
0,9082 (Figura 3): estimamos que el 90,82 % de la
poblacion tiene una PAM < 120.

ESTIMACIONES DE py ¢

Hemos dicho que buena parte de la estructura
teorica de la bioestadistica y sus calculos matemati-
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cos se basa en la existencia de poblaciones con una
distribucion tedrica conocida y que para cualquier
variable existen valores que se denominan parame-
tros. Estos raramente se conocen en su real dimen-
sién por lo que nos conformamos con estimaciones
de ellos a través de los céalculos hechos con los va-
lores obtenidos en una muestra. Los primeros, los
parametros de una poblacion, son denominados con
letras griegas; los segundos, parametros calculados
en la muestra, con letras romanas. Asi X es una esti-
macion de p y s una estimacion de 6. Mientras mas
grande es la muestra por la cual se calcularon estas
estimaciones, mas cercanas seran a los verdaderos
parametros.

Las férmulas para calcular X y s son ligeramente
distintas:

Media de la muestra:

Varianza de la muestra:

Desviacion estandar de la muestra:

Vale la pena notar algunos cambios ademas de
los sefalados. En vez de N, el tamafio de la po-
blacidn, se escribe n para referirse al tamafio de la
muestra. Ademas, en las formulas de variabilidad,
varianza y desviacion estandar, la media de la po-
blacion ha sido substituida por su estimacion en la
muestra y el promedio se calcula dividiendo por
n-1 en vez de simplemente por n. Esto, que puede
causar confusion, no es otra cosa que la compen-
sacion por el hecho que la estimacion de la varia-
bilidad siempre tiende a subestimar aquella de la
poblacion.

ERROR ESTANDAR Y TEOREMA
DEL LIMITE CENTRAL

La media de una muestra aleatoria es improba-
ble que sea idéntica a la media de la poblacion. Si
bien es la mejor estimacioén que tenemos, y la inica,
es indispensable tener una manera de evaluar cuan

Figura 3. Curva Normal estandar o tipica. Se sefialan las proporciones del area bajo la curva por sobre o debajo de
distintos valores de z. Como el area bajo la curva es igual a uno, las proporciones indican también probabilidad. Notese
que para valores negativos de z s6lo es necesario contar el limite hacia la izquierda de la media (D y E que corresponden
al valor negativo de z en B y C). También se puede observar en F que valores de z de + 1,96 o de -1,96 separan areas
del 2,5% del total. Este detalle tiene especial importancia a la hora de discutir la inferencia estadistica, los valores de p

y la significacion estadistica.
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buena es esa estimacion. Una aproximacion es su-
poner que podriamos obtener una serie grande de
muestras aleatorias de un determinado tamafio de
esa poblacion. Matematicamente se conoce como
el teorema del limite central, y se puede demos-
trar que la distribucion de las medias de esas mues-
tras tienen las siguientes caracteristicas:

1) La distribucion de todas las medias de las mu-
chas muestras tomadas es Normal si la distri-
bucion de los valores en la poblacion es Nor-
mal. Ademas, la distribucion de las medias de
las muestras sera aproximadamente Normal, no
importando cual sea la distribucion de la varia-
ble en la poblacion, siempre que las muestras
sean suficientemente grandes.

2) Elpromedio de las medias de todas las muestras
posibles es igual a la media de la poblacion.

3) La desviacion estandar de las medias de las
muestras, que se conoce como el error estandar
de la media, depende de la variabilidad de la
poblacién y del tamafio de las muestras.

Error estandar:

O = —=

Vn

Como no conocemos 6, usamos la desviacion
estaindar de la muestra para una estimacion del
error estandar:

Estimacion del error estandar:

Sg =

Vn

Se puede también calcular los limites de con-
fianza de la estimacion de la media:

Limites de confianza:
LC95(1“ = X i 1,965}?

Esto es, esperamos, con un 95% de confianza
de estar en lo cierto, que la media de la poblacion
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estara dentro de 1,96 errores estandar por sobre o
debajo de la media de nuestra muestra. Es evidente
que mientras mayor sea el tamafio de la muestra,
mas pequefio es el error estindar y menor el rango
entre los limites de confianza.

Se debe recalcar que el error estandar no es una
medida de la variabilidad de la muestra y no debe ser
usado con ese fin. Este es uno de los errores mas fre-
cuentemente detectados en la literatura médica, ya sea
por ignorancia o premeditadamente para dar la impre-
sion de una menor imprecision de las estimaciones.

TRANSFORMACIONES HACIA UNA
DISTRIBUCION NORMAL

El coeficiente de sesgo o bies es una medida
de la simetria. Una distribucion simétrica tiene un
coeficiente igual a cero. Una distribucion sesgada
hacia la izquierda, lo mas frecuente, tiene un co-
eficiente positivo y una desviada hacia la derecha
tiene un coeficiente negativo. Para valores que no
pueden ser negativos, se puede inferir que una dis-
tribucion es sesgada cuando la desviacion estandar
es mayor que la mitad de la media. Lo contrario no
es necesariamente asi, pero un histograma revelara
rapidamente cuando una distribucion es sesgada.
Una posibilidad de describir una poblacion sesgada
es usar parametros distintos que los de una distri-
bucion Normal simétrica, generalmente la mediana
y percentiles y para la inferencia se usaran pruebas
no paramétricas. Otra alternativa es usar una trans-
formacion de los datos de manera que tengan una
distribucion mas simétrica. La transformacion mas
frecuente es la de obtener logaritmos de los datos. El
antilogaritmo de la media aritmética de los valores
transformados es la media geométrica. Si la trans-
formacion fue exitosa en eliminar el sesgo, la media
geométrica sera similar a la mediana y algo menor
que la media aritmética de los datos originales. No
tiene sentido obtener el antilogaritmo de la desvia-
cion estandar de los valores transformados. No se
debe asumir que una distribucion sesgada puede ha-
cerse mas simétrica con una transformacion como la
mencionada por lo que debe comprobarse el efecto
mirando un histograma de los datos transformados
o bien con pruebas como la W de Shapiro-Wilk.
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